
und A1 B x n - V e r b i n d u n g e n — eher noch als in den 
A111 B x -Verb indungen — Ionen-Zustände vorliegen, 
ist eine Übertragung der hier angestellten Betrach-
tungen auf diese Verbindungsgruppe ohne jede Ein-
schränkung mögl ich *. 

Selbstverständlich ist die Darstellung der geschil-
derten Zusammenhänge auch in der kovalenten Nä-
herung möglich. Da man hierbei aber den realen 
End-Zustand erst durch Umladung aller Atomlagen 

aus dem Ausgangszustand erhält, ist dieser Weg nicht 
so übersichtlich wie der hier beschriebene, der den 
ionogenen Zustand als Ausgangszustand benützt. Es 
wird daher auf eine entsprechende Beschreibung 
— die nichts wesentlich Neues bringen kann — ver-
zichtet. 

* Aber auch in anderen Verbindungsklassen ist die hier 
herausgearbeitete Abhängigkeit von J E mit der Polarisa-
tion zu beobachten. 

Einfluß von Inhomogenitäten auf die ferromagnetische Resonanz 
in Metallen* 

V o n W . D Ö R I N G u n d H . V I A L 

Institut für theoretische Physik der Justus-Liebig-Universität Gießen 
(Z. Naturforschg. 15 a. 434—447 [1960] ; eingegangen am 5. März 1960) 

Für ein ferromagnetisches, polykristallines Metall wird der Einfluß der magnetischen Inhomogeni-
täten und des magnetischen Streufeldes auf die Breite der Resonanzkurve der Permeabilität für ein 
hochfrequentes magnetisches Wechselfeld senkrecht zu einem zur Sättigung ausreichenden Gleichfeld 
H0 untersucht. Das Streufeld rührt einerseits von dem von Kristallit zu Kristallit wechselnden Einfluß 
der Kristallenergie her, andererseits von den Quellen der Magnetisierung an der rauhen Oberfläche. 
Wenn die mittlere Ausdehnung c der Kristallite und der Ausbeulungen der rauhen Oberfläche klein 
gegen die Eindringtiefe £ der Wirbelströme ist, ist der Einfluß der Inhomogenitäten gering und wirkt 
wie ein Zusatz zu der Dämpfungskonstante der LANDAu-LiFSHiTz-Formel proportional (2 K/M H0)2 

(K = Konstante der Kristallenergie, M= Sättigungsmagnetisierung). Wenn diese Ausdehnung c groß 
gegen die Eindringtiefe t ist, hängt das Verhalten davon ab, ob das ^-fache der Eindringtiefe groß 
oder klein gegen c ist = Betrag der Wechselfeldpermeabilität). Wenn c groß gegen u £ ist. ist die 
Wurzel aus der makroskopisch gemessenen komplexen Permeabilität gleich dem Mittel über die Wur-
z e l a u s d e r lokalen Permeabilität über die Oberfläche. W e n n d a g e g e n c klein g e g e n n £ ist , ist die 
dazu reziproke Größe über die Oberfläche zu mittein. Unter der Annahme, daß die Verteilung der 
lokalen Werte von l//u durch eine GAusssche Fehlerkurve gegeben ist, wird die Resonanzkurve der 
Permeabilität berechnet. 

Läßt man auf ein magnetisch gesättigtes, ferro-
magnetisches Metall ein hochfrequentes Wechselfeld 
senkrecht zum Gleichfeld einwirken, so durchläuft 
die Wechselfeld-Permeabilität bei konstantem Gleich-
feld in Abhängigkeit von der Frequenz oder bei 
fester Frequenz in Abhängigkeit von der Gleichfeld-
stärke eine Resonanzkurve 1 . Ihr Max imum liegt da. 
wo die Frequenz des Wechselfeldes mit der Präzes-
sionsfrequenz der Magnetisierung übereinstimmt. 
Aus der Breite der Resonanzkurve schließt man auf 
die Größe der D ä m p f u n g der Schwingung der Ma-
gnetisierung. Man führt zu diesem Zweck, nach dem 
Vorb i ld von L A N D A U und L I F S C H I T Z 2 , in die Bewe-
gungsgleichung der Magnetisierung phänomenolo-
gisch ein Dämpfungsgl ied ein, welches nach einer 
Auslenkung der Magnetisierung die Geschwindigkeit 

* Diese Arbeit enthält die Ergebnisse der Gießener Disser-
t a t i o n v o n H . VIAL. 

der Rückkehr in den Gleichgewichtszustand bestimmt. 
Außerdem aber m u ß jede Inhomogenität eine Ver-
breiterung der Res jnanzkurve bedingen, weil dann 
die Resonanz an verschiedenen Stellen bei etwas 
verschiedenen Frequenzen bzw. bei etwas verschie-
denen Werten der Gleichfeldstärke auftritt. Wenn 
man also aus der gemessenen Halbwertsbreite die 
Größe der wahren Dämpfung entnehmen will, muß 
man vorher den Einfluß der Inhomogenitäten be-
rechnen und in A b z u g bringen. Eine erste Ursache 
für magnetische Inhomogenitäten sind die Kristall-
baufehler, die im Ferromagnetismus meist als innere 
Spannungen aufgefaßt werden. In einem polykristal-
linen Material bildet die Kristallenergie eine zweite 
Ursache. Der Einfluß dieser Effekte auf die Halb-
wertsbreite scheint gering zu sein. Denn wenn man 

1 J. H. E. GRIFFITHS, Nature, Lond. 158, 670 [1946] ; C. KIT-
TEL, Phys. Rev. 71, 270 [1947], 

2 L . LANDAU u . E . LIFSCHITZ, P h y s . Z . , U S S R 8 . 1 5 3 [ 1 9 3 5 ] . 
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die Resonanzkurve bei fester Frequenz durch Ände-
rung der Gleichfeldstärke durchläuft, findet man für 
die Halbwertsbreite im Feldstärkenmaßstab wesent-
lich größere Werte als die Feldstärken, die auf die 
Magnetisierung die gleichen Drehmomente wie die 
Kristallenergie und die inneren Spannungen aus-
üben. Bei Metallen, bei denen die Wechselmagneti-
sierung wegen des Skineffektes nur eine sehr dünne 
Oberflächenschicht erfaßt, muß man ferner den Ein-
fluß der Oberflächenrauhigkeit berücksichtigen. Wie 
im folgenden gezeigt werden soll, ist ihr direkter 
Einfluß auf die Halbwertsbreite der Resonanz klein 
gegen ihren indirekten Einfluß durch das von ihr 
erzeugte magnetische Streufeld, welches die Quellen 
und Senken der Magnetisierung an einer rauhen 
Oberfläche hervorrufen. Die Messungen von Z E H L E R 3 

an dünnen Drähten deuten darauf hin, daß manch-
mal der Einfluß der Oberflächenrauhigkeit auf die 
Halbw7ertsbreite überwiegt. Bei der Berechnung ihrer 
Wirkung genügt die Betrachtung einer Oberfläche, 
die im makroskopischen Sinne eben ist und von 
einer linear polarisierten ebenen Welle senkrecht ge-
troffen wird. Man bestimmt für diesen Fall den kom-
plexen Reflexionskoeffizienten R. Die Eindringtiefe 
des Wechselfeldes liegt in Metallen in dem betrach-
teten Frequenzbereich von etwa 1010 Hz in der Grö-
ßenordnung von 1 0 - 4 bis 1 0 - 5 cm. Da sie also auch 
noch an Drähten von 1/10 mm Durchmesser klein 
gegen den Krümmungsradius ist. wird bei der Un-
tersuchung eines ferromagnetischen Metalles als 
Wandung eines Hohlraumresonators audi nur diese 
Größe R bestimmt. Die in der Literatur angegebe-
nen gemessenen Werte der komplexen Permeabilität 
bedeuten stets die Permeabilität eines homogenen 
Materials mit ideal glatter Oberfläche, welche beim 
Einsetzen in die Formel für R den gemessenen Wert 
des Reflexionsvermögens liefern würde. 

I. Der Tensor der reziproken Permeabilität 

Die Grundlage der folgenden Berechnungen bil-
det die folgende Bewegungsgleichung für den Ma-
gnetisierungsvektor 

= £ + £ ' ] _ A . [ 3 W [ 2 R , £ + $ ' ] ] ( l ) 

(y = gyromagnetisches Verhältnis; | 97£ | = M). Sie 
unterscheidet sich von dem üblichen Ansatz dadurch, 
daß zu dem äußeren Magnetfeld ^ noch ein Ersatz-
magnetfeld Q hinzugefügt wurde, welches die Wir-
kung der inneren Spannungen und der Kristallener-

gie wiedergibt. Betrachtet man einen kubischen Kri-
stall, dessen Kristallachsen die Richtungen der Ein-
heitsvektoren d j , d2 , O3 haben, so lautet die Kristall-
energie in erster Näherung 

= + + (2) 

Darin sind a ; = ( ^ Q ; ) / M (3) 

die Richtungscosinus der Magnetisierung. Die erste 
Komponente Dx des Drehmomentes der Kristall-
energie auf die Magnetisierung beträgt pro Volumen-
einheit 

0 1 = 3 3 \Fal = 2 K ( a 2 ot33 — a3 a 2 3 ) . (4) 

Zusammen mit den entsprechenden Formeln für die 
anderen Komponenten erhält man wegen 

= M (04 qa + a2 a2 + a3 a3) 

für den Vektor 2) der Drehmomentdichte 

mit § ' = 2 n f ( a ^ + a / ö s + a ^ a g ) . 

(5) 
Für einen hexagonalen Kristall (a3 hexagonale 
Achse) folgt aus 

F K = - K a * (6) 

auf dieselbe Weise = a3 Q3 . (7) 

Derselbe Ausdruck gilt für ein Material mit isotro-
per Magnetostriktion beim Vorhandensein einer Zug-
spannung Z in Richtung a 3 , nur ist dann K durch 
3A Z /2 zu ersetzen. 

Nun werde äJi, Q und <*£)' zerlegt in einen kon-
stanten Anteil (Index s = statisch) und einen perio-
dischen Anteil mit der Kreisfrequenz co: 

^ = + £ + = & + (8) 

+ 9te{ (£ + £') e1»'}. 
Die periodischen Anteile werden als klein angesehen. 
Ihre Produkte werden beim Einsetzen in (1) ver-
nachlässigt. Dann ergibt sich 

0 (9) 
und 

+ + [ 2 R , & + 6 . ' ] (10) 
y 

Nun führen wir ein Koordinatensystem ein. dessen 
ar-Achse senkrecht zur Metalloberfläche ist und ins 

3 V . ZEHLER, Z . Naturforschg. 1 2 a , 4 3 3 , 4 3 7 . u. 4 4 1 [ 1 9 5 7 ] . 



Innere hinein weist. Die z-Achse habe die Richtung 
des äußeren Gleichfeldes. In nullter Näherung, also 
für ein homogenes Material mit ideal glatter Ober-
fläche und ohne Kristallenergie, ist und £)' gleich 
null; und sind parallel zur z-Achse, und 9)( 
senkrecht dazu. Alle Abweichungen davon betrachten 
wir als klein. Produkte der Abweichungen werden 

vernachlässigt. Da .S3 selbst klein ist. genügt es, in 
(5) und (7) die nullte Näherung für einzusetzen. 
Das ergibt für den hexagonalen Kristall 

Ös = 
2 K 2 K 

M o 3 2 a 3 ; 6 = («:>, "'M + a.iv " ^ J a3 

(11) 

Dann folgt aus (10) nach elementarer Rechnung 

l (0 
V H,, 

M x = 

My = 

Darin bedeutet / / „ 

.S 

l O) 
vHn 

SMX-

/ / , , 
Hn 

' H „ 
Hn 

+ U)MX + SM1I + MHX~Ö[ 
H0 \ 

Mj 

IL, 

SM,. M / / , , . Wo / 
1 

M,. M H, 

!0 das konstante äußere Gleichfeld 

2 K * T 2 A. 
M H0 a'Ay' ~~ M //0 

Für einen kubischen Kristall ergibt sich aus (5 
3 3 

f ) 

5, F und U sind beim hexagonalen Kristall 

(a3/ - a3y2) ; U= 2 k (a:,J - a:]x2). 

(12 a) 

( 1 2 b ) 

(13 a) 

S = ^ 3 V a, rüh, at,2; T = V (Ö/?4 — 3 a/,y2 a/?2) 
0 ,1/ //, 

3 V a/j. a,z2 

1=1 
M Hn 

u 2 K 
M H o /= i 

3 a , / a h 2 ) . (13 b) 

S, T und £/ sind dimensionslos und dem Betrage 
nach klein gegen 1. Im Polykristall sind sie orts-
abhängig, aber bei regelloser Kristallorientierung 
im räumlichen Mittel gleich null. Quadrate und Pro-
dukte der Größen S, T, U und (Hsg — H0)/H0 wur-
den bei der Ableitung von (12) gegen 1 vernachläs-
sigt. Für M z ergibt sich aus (10 ) eine Gleichung, in 
welcher auf der rechten Seite alle Koeffizienten der 
Wechselamplituden von dieser vernachlässigten Grö-
ßenordnung sind, so daß in dieser Näherung Mz = 0 
ist. 

Aus (12) ergibt sich eine tensorielle Beziehung 
zwischen und .(0 mit ortsabhängigen Koeffizien-
ten. Für die weitere Rechnung ist es zweckmäßig, 
nicht diesen Tensor der magnetischen Suszeptibilität 
zu benutzen, sondern denjenigen der reziproken 
Permeabilität. Wir führen deshalb den Vektor der 
Wechselinduktion ein durch 

$ = / ( o s 5 + W (14) 

und drücken als lineare Funktion von aus: 

Für den Tensor x erhält man die Gestalt 

(151 

(16) 

Die Komponenten Xjj. kann man aus (12) leicht 
streng ausrechnen. Da aber oben bereits die Qua-
drate von S, T, JJ und (H+z — H0)/H0 vernachlässigt 
wurden, ist es inkonsequent, dies hier nicht zu tun. 
Zugleich wollen wir weiter voraussetzen, daß ö 1 
ist und daß co nur wenig von der Resonanzfrequenz 

;,1 (17 ) 

abweicht, also (co — oj0) /co0 = Jcjo/oj0 1 . Zur Ab-
kürzung schreiben wir ferner 

(18) 

a ist bei kleinen Gleichfeldern klein und wird in sehr 
starken Feldern gleich 1. Bei den meisten Messun-
gen liegt öl etwa bei | . 

Dann erhält man bei Vernachlässigung aller Quadrate kleiner Größen 

* _ . = 3 / ( 1 + a ) H ? * ~ H » 
Hn 1 

1 (1 a) 

y. xy = i V2 |l -

yx= -i]/ah 

Ho 
2jz_ H+z — H^ _ 

1 —OL H0 

• 2a Hsg-H0 

1 - a Ha 

U + aT-2^+i{ltBld\ 
co0 ]/a ) 

T + OLU-2 Aa 
cu0 

(U + T) +iVaS + 

(U + T) -iVaS 

Ac 
1 — a 

1 —a 

»'(1 + a) ,)\ 
V* /' 

1 + a 
1 — a a 
f . + . 

1 — a 

2 i V'a a \ 
r - a r 

_ 2 i ya 
1 — 3 



Wir werden sehen, daß die Abweichung des stati-
schen Feldes Hsz von H0. welche von der Rauhigkeit 
der Oberfläche und den Inhomogenitäten des Mate-
rials herrührt, im Mittel verschwindet. Für die räum-
lichen Mittelwerte der Komponenten von x. gilt da-
her 

^ = ^ = / - * - 2 M , (20) 1 — a | ya co0 ) 

y-xy — — = ib = i ]/a j l — - - i 
( 1 — a 1 — a a>0 J 

W enn (3 = 0 wäre, wären a und b reell. Unter obigen 
Annahmen ist ] a | 1 , dagegen b^]/a, also in der 
Größenordnung von 1. Die Abweichungen der Kom-
ponenten von y. von ihren Mittelwerten bezeichnen 
wir im folgenden mit dem oberen Index 1, also 

x j k ^ k + x ß - (21) 

Nach (19) gilt also: 

*<" = - « - [U+,t+(i + 4 V = v 3 { r + a t f + u + a) 1 — 2 { H0 ) I - a I Ho J 

= -a)S + iVä(U + T) +2iVaH>^HA, (22) 

1 - a | H0 J 

l - a l H0 \ 
II. Das statische Streufeld 

Die Berechnung von (Hsz — H0)/H0 geht von der 
Vektorgleichung (9) aus. In erster Näherung hat 9Jis 

und die z-Richtung und den Betrag M bzw. H0. 
Berücksichtigt man alle Abweichungen davon nur 
bis zur ersten Potenz, so folgt daraus wegen 
33s = u0 + mit der Abkürzung B0 = ju0 H0 + M 

Bn rr M H> Bsx= n« Hn 
B>y = 

B s z = »o H*z + M • 

n 0 M0 
(23 a) 

(23 b) 

Da das statische Feld wirbelfrei ist, kann 1qs als 
negativer Gradient einer Potentialfunktion geschrie-
ben werden, die mit <P — H0z bezeichnet werden soll. 
Aus div = 0 ergibt sich dann 

324> , 32$ , c 2 $ /1 v / 3 H \ x , 3H\y 
~ 2 -r o ö + 3 ^ v — U — "ö - i ox oy- dz- \ ox oy • (24) 

Wir betrachten nun ein Teilstück des Körpers von 
der Form eines Würfels der Kantenlänge L, dessen 
eine Seite mit der Metalloberfläche zusammenfällt. 
L soll dabei groß gegen die mittlere Periodenlänge 
aller Gitterfehler und gegen die Kristallitgröße sein. 
Eine periodische Fortsetzung von über die Gren-
zen dieses Normierungsvolumens hinaus ins Metall-
innere und eine periodische Fortsetzung der rauhen 
Oberflächengestalt über die eine Würfelseite der 
Fläche L~ hinaus bewirkt dann keine wesentliche Ab-
weichung von dem Verhalten eines wirklichen Metall-
stückes, in welchem diese Unregelmäßigkeiten nicht 
periodisch sind. Im Metallinnern, also für x > 0 , 

kann man dann Hx' und Hy' in eine FouRiER-Reihe 
entwickeln der Form 

H'sx = J X, e'ß"), H'sy= X Yi ei(tjl)' 
j i 

Dabei ist f j ein Vektor mit den Komponenten 

7 2 71 k, r — _ n xi •> "-ju kiii — _ / ! , , , • : k]7 — _ riy 

(26) 

Der Summationsindex j durchläuft alle Tripel der 
ganzen Zahlen n y j , n 2 ; ) . Für 0 machen wir 
den Ansatz 

(27) 

Dabei soll der erste Summand eine Lösung der in-
homogenen Gl. (24) liefern. soll für die Befriedi-
gung der Randbedingungen an der Oberfläche sor-
gen und Lösung der homogenen Gleichung 

« L + ^ + . w . o ( 2 8 ) 
dx2 oy- oz-

sein. Einsetzen von (25) und (27) in (24) liefert 

0 = _ j ( i _ a ) _± ixXi±k jyJ j_^ . (29) 
kjx- + kjy- + akjz2 

Die Lösung der homogenen Gleichung entwickeln 
wir entsprechend in eine FouRiER-Reihe, jedoch ist 
dort nur über die y- und z-Komponenten der Aus-
breitungsvektoren f j zu summieren. Bezeichnet man 
mit 1)/ einen Vektor senkrecht zur x-Achse, so ist 

= ^ g i t f u t J - i / W W i (30) 



mit beliebigem 0 / eine Lösung von ( 2 8 ) , welche 
für x—*- oo verschwindet. Sie ist zur Befriedigung 
der Randbedingungen geeignet, wenn man für 1)/ 
einen Vektor mit den Komponenten 

A A A 2 R R L 2 T I tilx = ö, tiiy = L nyt; fiiz= ^ nzl 

einsetzt und bei der Summation über l alle Paare 
von ganzen Zahlen n y i , nzi durchläuft. 

Außerhalb des Metalles, wo das entsprechend de-
finierte magnetostatische Potential 0 " der Differen-
tialgleichung A<P' = 0 genügen muß. kann man an-
setzen: 

<p" = y (.mv+vihs+hu'x, (3i) 
l 

Die Oberfläche sei durch x = j{y,z) gegeben. Da sie 
in makroskopischer Näherung bei x = 0 liegen soll, 
ist / im Mittel über alle mikroskopischen Unregel-
mäßigkeiten gleich null. Für j{y,z) machen wir 
einen analogen FouRiER-Ansatz der Periode L : 

/ (< / ,* ) = 2 / ^ « ) . ( 3 2 ) 
i 

Als Randbedingung an der Oberfläche ist die Stetig-
keit der Tangentialkomponente von und der Nor-
malkomponente von 23s zu fordern. Die erste dieser 
Randbedingungen ist bei geeigneter Verfüguno; über 
die additive Konstante bei 0 gleichwertig der For-
derung, daß 0 selbst stetig ist: 

0 " = 2 < £ ; e i ( f j t ) - f ü r x = f(y, z). ( 3 3 ) 
i 

Da 0 das Potential des Streufeldes allein ist. nicht 
das des homogenen äußeren Feldes in z-Richtung. 
ist bei störungsfreiem Metall und glatter Oberfläche, 
also für = 0 und / = 0 auch 0 " = 0 ' = 0 ; = 0 . 
In der ersten, linearen Näherung kann man daher 
im Exponenten :r = 0 setzen und erhält für jedes 
Wertepaar nyi, nzi 

0 / ' = 2 + <£/'. ( 3 4 ) 
nxj 

In der Summe ist über alle nxi zu summieren bei 
festen nyj = ny/ und nzj = n,/. Aus der Stetigkeit der 
Normalkomponente von folgt wegen (23 ) und 
Hsz-H0= - 3 0 / 3 z weiterhin 

d<P" , 3<P" f ( TT 

3* - f » 3y 

oder in linearer Näherung 

B0 30 _ M_ H> 
H0 dx H0 8 

+ fy 
B0 3 0 
H0 dy 

M 
II n 

H\ + fz 

( 35 ) 

3 <P 
Bo~,uo 3 

3 0 " _ 3 0 ( 1 _ a ) _ ( i _ a ) / / ' s : 

dx dx ( 36 ) 

Einsetzen von ( 2 7 ) , ( 3 0 ) , ( 3 1 ) , ( 32 ) und ( 3 4 ) liefert durch Vergleich der FouRiER-Koeffizienten rechts 
und links 

i ( l - a ) Ha htz y Xj- V ( a yhiy2+hiz2-i kjx) <Z>;-
0/= n'J_ nxi (37) 

a Vhiy2 + hiz-+ \Zhiy- + ahiz-

Setzt man das in (30 ) und (27 ) ein, so erhält man für das Metallinnere 

Hsz-H0 __ _ (1—a) yv kj2(kjxXj+kjy Yj) pi{tjX) 

H0 kjx2+kjy2 + a kjz2 

(1 — a) v a k>z Vkjy2 + kjz2 (kjx Xj + kjy Yj) + i kjz(kjy2 + akjz2) Xj-i kjx kjy kjz Yj l - a j y 
Hn ^ (kjx2 + kjy2-f a kjz2) (a Vkjy2+kjzs+ ]/kjy2 + a kjz2) 

(38 ) 

e >(kjv y+ki,z)- VkjJ+ikiS x 

I M _ V hlz2 fl gi^i^-y/Hu' + allu- x 
K tf a Vhly2 + hlZ2 + Vhly2 + a hlZ2 

Der erste Summand ist das Streufeld infolge der rührt. Die weitere Diskussion dieser etwas unüber-
Kristallgrenzen im Innern. Der zweite Summand ist sichtlichen Formel beschränken wir auf 3 Extrem-
das zusätzliche Feld, welches dieses Streufeld an der fälle. 
Oberfläche hervorruft. Der dritte Summand ist das 1. Wir nehmen an. daß die mittlere Ausdeh-
Feld, welches von der Rauhigkeit der Oberfläche her- nung der Kristallite und der Unregelmäßigkeiten 



an der Oberfläche klein gegen die Eindringtiefe s 
des magnetischen Wechselfeldes ist. Dann ist bei 
den Summanden, die in Gl. ( 38 ) wesentlich sind, 
Vkjj.2 -f kjy2 + kjZ2 groß gegen 1 / £ . Im größten Teil 
der Zone, in der eine Wechselmagnetisierung statt-

findet, sind dann die exponentiell mit x abnehmen-
den Summanden in ( 3 8 ) klein. Man kann in diesem 
Fall den ersten Summanden als allein wesentlich an-
sehen. Für den quadratischen Mittelwert erhält man 
daher 

HSz-H0 \2 _ (1 —q)2 y kjz kj'z (kjx Xj + kjy Yj) (kyx Xf + kj-y Yf) tj-t,'. t) (-39) 
H0 ) H()- ß (kjx2 + kjy2 + a kjz2) (kyx2 + ky,/ + a kyj) 

Die räumliche Mittelung liefert rechts null für alle Summanden j =+=/. Aus ( 2 5 ) folgt weiter 

A W - ~ a f f f [ f f PnxiX) tfZiT'UW*'-* dv dv'. (40) 

Mittelt man diese Größe über alle Orientierungen 
der Kristallite, so erhält man für H'sx{x) H'sx{x) 
null, wenn r und r ' zu Punkten in verschiedenen Kri-
stalliten weisen. Für Punkte im gleichen Kristallit 
erhält man dagegen nach (11 ) im Mittel über alle 
Richtungen für einen hexagonalen Polykristall mit 
regelloser Kristallorientierung 

H'sAr) H'sx(x ) = H'
S
y(x) ) = ( \ f j ~ ( 41 ) 

und H'SX(X) H'~{x) = 0 . (42) 
Für kubische Kristalle ist der Faktor ßhex = 1 /15 
durch /?kub = 2 / 1 0 5 zu ersetzen. Mit der Abkürzung 

1, falls t* und x' zu Punkten im 
— ^ gleichen Kristall weisen, (43 ) 

[O sonst , 

erhält man demnach 

Xj Xj — Y j Yj (44 ) 

2 K\ 
M ) I f f f f j (3(r'r') ei(fj't_t') AvAv' 

Für die weitere Auswertung nehmen wir an, daß die 
Kristallite im Mittel als kugelförmig angenommen 
werden können. Dann ist das verbleibende Integral 
nur v o m Betrag i f j j des Ausbreitungsvektors ab-
hängig. Die sonstigen Faktoren in ( 39 ) sind nur 
von der Richtung von f ; abhängig. Integration über 
alle Richtungen von f j und nach Ausführung des 
Integrals in ( 44 ) über ein kugelförmiges Volumen 
auch über den Betrag liefert nach längeren elemen-
taren Zwischenrechnungen 

H$z — H0 

Hn 
( 45 ) 

mit F{a) 2 • 2 
2\/l-a In 1+1 /1 

Va 

Diese Funktion lautet für (1 —a) <^1 näherungs-
weise 

F ( a ) = Ä ( l - a ) 2 + ^ ( l - a ) 3 + ^ ( l - a ) 4 + . . . . 

Diese Näherungsformel ist noch bis a s a g brauchbar. 
Für a = | ist F ( a ) ~ 0 , 0 5 3 . 

2. Ist die Oberfläche ideal glatt und die mittlere 
Ausdehnung der Kristallite groß gegen die Eindring-
tiefe £ , so sind in ( 3 8 ) nur die ersten beiden Sum-
men von null verschieden; bei den wesentlichen Sum-
manden ist ferner in dem Gebiet, in welchem das 
Wechselfeld merklich ist, 

I kjx. und 1/kjy2 + a kj,2 x 1 . 

Setzt man demnach x = 0 und mittelt über den Ort 
und alle Kristallitorientierungen, so erhält man für 
[ (Hsz — H0)/H0]2 ein ähnliches Ergebnis wie ( 4 5 ) , 
nur ist F (a ) zu ersetzen durch 

G( a) 2 — ( 2 — a ) cos2 y 1 — / 
2 n J ( a + j / s i n 2 99 + a cos 2 cp)'' 

<t=0 

arc tg 
cos cp l / l — a 

j / s in 2 cp + a cos2 <p 

cos cp y 1 — a l / s in 2 cp-\-a cos2<j 

Für (1 — a) < 1 folgt daraus 

C ( a ) = Ä ( l - a > 2 + M M l - a ) 3 + . . . 

( 4 6 ) 

- l f d < ? 

(46 a) 

Im Bereich \ < a < 1 ist das Ergebnis also nicht we-
sentlich verschieden von demjenigen des ersten Fal-
les. 

3. Ist die Kristallenergie zu vernachlässigen, aber 
die Oberfläche rauh, so ist nur die dritte Summe in 
( 3 8 ) von null verschieden. Ist ferner die Ausdeh-
nung der Oberflächenausbeulungen groß gegen die 
Eindringtiefe, so kann man bei den wesentlichen 



Summanden innerhalb der vom Wechselfeld erreich-
ten Gebiete den Summanden prop, x im Exponenten 
streichen. Im Mittel über den Ort und über viele, 
statistisch unabhängige Oberflächenformen gleichen 
mittleren Verhaltens ergibt sich dann 

= ( 1 - 2 ) 2 V fl fl* 
J ^(aVhiS+hrf+VhtS + ahif)* 

(47) 
Darin ist nach (32) 

fi= [ I f{y,z) e~^hluy+,'i**) dy dz (48) 
y, z 

und somit 

UU*= l [ffff{y,z)f{y',zr) (49) 
y, y', 2' 

.e«'[Ai,(»'-w)+M*'-»)]dy d: dy' dz'. 

Wenn die Punkte y, z, und y'. z weit auseinander 
liegen, ist f{y,z) von f(y'.z') statistisch unabhängig. 
Da / im Mittel null ist. gilt dann f{y, z) f (y', ~z) = 0. 
Für y =y und z = z ist natürlich 

f(y,z) f(y',z')=f2=¥0. 

f- ist ein Maß für die mittlere Größe der Rauhig-
keit und unabhängig vom Ort. Für die Abhängigkeit 
dieses Mittelwertes vom Abstand der beiden Punkte 
nehmen wir folgende Formel als gültig an: 

f(y, Z) f{y', z) = f2 . (50) 

Die Länge c gibt dann die mittlere Ausdehnung der 
Oberflächenausbeulungen an. Die Annahme, daß die-
ser Mittelwert nur vom Abstand 1/(y — y')2 -f- (z — z')2 

abhängt, bedeutet, daß die Welligkeit der Oberfläche 
keine Richtung auszeichnet, eine Bedingung, die 
möglicherweise verletzt ist. wenn die Unregelmäßig-
keiten durch plastisches Dehnen in einer Richtung 
erzeugt werden. Mit (50) läßt sich (47) leicht aus-
werten und liefert 

( V ' M f ^ <
5 i

> 

mit 7 ( c ) - f 7 c , 0 8 > , . d < p . 2 n .1 (a + Usin- 99 + a cos- q))~ 
0 

Das ist ein elliptisches Integral. Seine Potenzreihen-
entwicklung nach (1 —a) beginnt 

/ ( « ) - & ( l - a ) 2 + T y g ( l - a ) 3 
+ Ä f M d - a ) 4 + . . . • 

Für a = g erhält man etwa 7(|) = 0 . 0 5 9 . Die Tat-
sache, daß [ (H*z — H0)/H0]2 nicht von f2 abhängt, 
sondern von f2/c2, bedeutet anschaulich, daß das 
Streufeld nicht von der Größe der Ausbeulungen, 
sondern vom Winkel zwischen der wirklichen Ober-
fläche und der makroskopischen, mittleren Oberfläche 
abhängt. Dieser Winkel zwischen der z-Achse und 
der Oberfläche bestimmt die Größe der Quellen des 
Streufeldes. Unter den gleichen Annahmen wie oben 
ergibt sich 

grad2 / = 4 f2/c2 . 

Wenn grad / im Mittel 0.2 ist. was bei plastisch 
gerecktem Material leicht der Fall sein kann, so 
ergibt sich demnach bei a = \ ungefähr 

1 / [ ( C - / / o ) 7 ^ O F = 0 , 0 5 . 

Die gemessenen Werte der relativen Halbwertsbrei-
ten liegen in der gleichen Größenordnung. An Metall 
Oberflächen mit diesem Rauhigkeitsgrad kann also 
die Verbreiterung der Resonanzkurve nur auf die-
sem Effekt beruhen. 

III. Die Integration der Maxwellschen Gleichun-
gen für sehr kleine Kristallite 

Bei der Berechnung des Einflusses der magneti-
schen Inhomogenitäten auf die ferromagnetische 
Resonanz betrachten wir die bereits bei der Feld-
berechnung behandelten Extremfälle getrennt. Wir 
beginnen mit dem Fall, daß die Ausdehnung der 
Kristallite und die mittlere Breite der Ausbeulungen 
der Oberfläche sehr klein gegen die Eindringtiefe ist. 
In dem größten Teil des Volumens, in welchem eine 
Wechselmagnetisierung merklich ist, sind dann die 
von der Oberfläche herrührenden Anteile des Streu-
feldes klein und können vernachlässigt werden. Alle 
Summanden in dem ortsabhängigen Anteil y.[X' des 
Tensors der reziproken Permeabilität sind dann nach 
(22) proportional zu dem Faktor 

Bei Vernachlässigung des Verschiebungsstromes er-
gibt sich aus den MAXWELLschen Gleichungen für die 
komplexen Amplituden des periodischen Feldanteiles 
nach Elimination von die Gleichung 

rot x rot (I = h02 d mit Ä*02 = - i <0 / /0 o (54) 

(ö = elektrische Leitfähigkeit). Darin ist x der in 
(15) definierte ortsabhängige Tensor. Eine Integra-



tion dieser Gleichung ist uns nur näherungsweise 
gelungen für den Fall, daß die zu £ proportionalen 
ortsabhängigen Anteile x f y der Tensorkomponenten 
klein gegen ihre Mittelwerte x.j\- sind. Das bedeutet 
nach ( 2 0 ) £ a und £ b . Da b von der Größen-
ordnung 1 ist, ist die zweite Bedingung stets erfüllt. 
Der erste gilt nur, wenn die Frequenz nicht zu nahe 
an der Resonanz liegt, so daß £ Acojto0 ist oder 
wenn der Einfluß der Inhomogenitäten klein gegen 
den der LANDAU—LiFSCHiTz-Dämpfung ist, also £ d. 
Mit dem Ansatz 

g = (1(0) + (§(U + g(2) + ( 55 ; 

erhält man für das Feld G 11 in nullter Näherung 

rot * rot g ( ° ) - k02 ®(0) = 0 . ( 5 6 a) 

Für die Korrektur 1. Näherung (S ! l ) folgt 

rot x rot _ k02 = - rot x ^ rot @(°> ( 5 6 b) 

und für Q'2> 

rot * rot - k02 = - rot x(1> rot (gW. ( 5 6 c ) 

ist das elektrische Feld im Idealfall eines homo-
genen Materials, welches nur eine ^-Komponente hat. 
Sie lautet 

( 5 7 ) 

Das Vorzeichen von Va ist dabei so zu wählen, daß 
der Realteil von i kj\/a positiv ist, da das Feld mit 
wachsendem Abstand von der Oberfläche abnehmen 
muß. Zur Integration von ( 5 6 b ) setzen wir für die 
Komponenten von x'1' eine FouRiER-Reihe der Form 
( 2 5 ) an. Unter obigen Annahmen ist in allen we-
sentlichen Gliedern dieser Reihe fj^> k0/]/a . 
Mit einem entsprechenden FouRiER-Ansatz für G' 1 

findet man ohne besondere Schwierigkeit nach län-
gerer Rechnung eine Lösung der inhomogenen Glei-
chung. Da j ede Komponente von xa> im Mittel über 
viele verschiedene Verteilungen und Orientierungen 
der Kristallite verschwindet, ist auch (ä 11 im Mittel 
null, weil es linear von x ' 1 , abhängt. Auf die Eigen-
schaften eines Hohlraumresonators hat dieses Kor-
rekturfeld erster Näherung daher keinen Einfluß, da 
diese nur von den Mittelwerten des Feldes über die 
hier betrachteten Unregelmäßigkeiten abhängen. 

Wir müssen also weiterhin die zweite Näherung 
berechnen, welche quadratisch von xS^ abhängt, 

also proportional £2 ist. Das ist scheinbar inkon-

sequent. da wir vorn bei der Ableitung von ( 1 9 ) 
bereits Glieder prop. £2 vernachlässigt haben. Bei 
Durchführung der hier angedeuteten Störungsrech-
nung zeigt sich aber, daß G als Reihenentwicklung 
nach Potenzen verschiedener Quotienten geschrieben 
werden kann, deren Zähler proport ional £ ist, wäh-
rend im Nenner ein in a und b linearer Ausdruck 
steht, der von der Richtung des Vektors f j der 
FouRiER-Koeffizienten abhängt. Hätte man vorn die 
Näherungsrechnung weitergetrieben, so wären im 
Zähler dieser Quotienten Summanden prop. £2 hin-
zugekommen. die ebenfalls zum Mittelwert über CS'1 

keinen Beitrag liefern. Bei wären dann außer 
den Summanden proportional £2 noch weitere pro-
portional £3 aufgetreten, die wegen £ 1 vernach-
lässigt werden können. Trotz der Vernachlässigung 
der Glieder proportional £2 in ( 2 2 ) liefert also diese 
Rechnung in zweiter Näherung (5 bis zu den Glie-
dern proportional £2 richtig. Da b größenordnungs-
mäßig 1 ist und a ^ 1 , sind bei der Mittelung 
über (ä diejenigen Summanden am wichtigsten, bei 
denen der Faktor bei b im Nenner verschwindet. Das 
sind diejenigen, bei denen f j senkrecht zum Gleich-
feld steht. 

Auf die Wiedergabe der langwierigen Rechnun-
gen sei hier verzichtet. Für das gemittelte Feld er-
hält man in 2. Näherung einen Ausdrude der Form 
( 5 7 ) , nur ist darin a durch a + Aa zu ersetzen. Die 
meisten Summanden des ziemlich komplizierten Aus-
druckes für Aa sind reell und unabhängig von to 
und entsprechen daher, wie ein Vergleich mit ( 2 0 ) 
zeigt, nur einer geringfügigen Verschiebung der 
Resonanzfrequenz co0. Genau an der Resonanzstelle, 
wo der Realteil von a verschwindet, wirkt der Imagi-
närteil von Aa wie ein Ersetzen von ö in ( 2 0 ) durch 

def( = ö + ( 2 K 1 
\MH, 

Für kubische Kristalle ist 

£kub( a ) = 8401/2 
a ' / . ( 8 5 + 1 0 6 a + 2 2 9 a 2 ) 

|/1—a 1/14-a3 

also für z = /.i0 H 0 / B 0 = \ etwa L k u b ( a ) 

Für hexagonale Kristalle gilt 

^hex(a ) = 
tc a ' ^ ( 5 + 1 4 a + 5 ar) 
6 0 } 7 l — a j / 1 + a 3 1 / 2 ' 

( 5 8 ) 

( 5 8 a) 

0 . 2 4 

( 5 8 b) 

also für a = g etwa Z-hex(i) = 0 , 2 2 5 , d. h. fast das-
selbe wie für kubische Kristalle. 



IV. Der Fall großer Kristallite und Oberflächen-
ausbeulungen 

Wenn die Komponenten von x und die Neigung 
der Oberflächennormalen gegen die mittlere Nor-
malenrichtung sich auf einer Strecke von der Größe 
der Eindringtiefe nur sehr wenig ändern, ist die 
Feldverteilung im Innern des Metalles an jeder 
Stelle angenähert so, wie wenn das lokale x überall 
vorhanden wäre. Da der komplexe Brechungsindex 
in Metallen einen sehr großen Betrag hat, ist das 
Feld im Innern daher an jeder Stelle nahezu eine 
ebene Welle, die senkrecht zur lokalen Normalen-
richtung fortschreitet. Ist die Oberfläche durch 
x = f(y, z) gegeben, so ist der Vektor mit den 
Komponenten ( — 1; df/dy = fy; df/dz = fz) senk-
recht zur Oberfläche. Man kann also fürs Metall-
innere den Ansatz machen 

(59) 

mit einem in erster Näherung konstanten 21, fy . fz . 
Für die Komponenten des komplexen Vektors 21 
erhält man dann beim Einsetzen in (54) ein homo-
genes lineares Gleichungsystem. Darin vernachläs-
sigen wir alle in fy und fz quadratischen Glieder, 
sowie das Produkt aus jy und xxy + xyx , weil letztere 
Summe nach (19) ebenfalls klein ist. Dann erhält 
man beim Nullsetzen der Koeffizientendeterminante 
eine von / unabhängige quadratische Gleichung für 
k2. Der Imaginärteil von k muß stets negativ sein, 
weil die Amplitude der Welle beim Fortschreiten ins 
Metallinnere abnimmt. Daher erhält man für k zwei 
Werte und damit die folgenden zwei Lösungen der 
Form (59) für das elektrische Feld: 

1 . Je A n 

Komponenten von 21: [C1fy;C1; — / j Q ) ; \ \—xyy / 

2. k = kJVxy 
(60) 

Komponenten von 21: (C2 ^2 ^2 

(61) 

Cj und C2 bleiben willkürlich. Beim Anpassen die-
ser Lösungen an die Randbedingungen werden wir 
jedoch Ct und C2 als abhängig von y und z anneh-
men müssen. Die obigen Formeln liefern, wie man 
sich leicht überzeugt, auch dann noch näherungsweise 
Lösungen von (54 ) , sofern die relativen Änderun-
gen von Cx und C2 ebenso wie diejenigen von f y , fz 

und den Komponenten von x auf einer Strecke der 

Größenordnung 1/ k0 j als klein von höherer Ord-
nung gegen 1, also auch noch als klein gegen fy und 
fz vernachlässigt werden können. 

Das zu (60) und (61) gehörige Magnetfeld hat 
die Form = & e~ik{x~y,v~zfi) . Für die komplexe 
Amplitude (S erhält man in gleicher Näherung 

für k = k0: 
££ _ K Cx 

OJ f l 0 

(62) 

XjTH X y x j j . 
1 —ftyy) t 5 T - 1 1 y-!/}J 

für k= : 

_ /_ y-xy + X-rx jy 
wMo \ V%yy (63) '-!/!/ + Xyx fy . 

1/«IM 
Xxy fz 

Tjxyy( l-Xyy) 

Die Bandbedingungen an der Oberfläche fordern 
die Stetigkeit der Tangentialkomponenten von © und 
& bzw. die Stetigkeit von Ex fy + Ey , Exf.-\-Ez, 
Hx fy + Hy , Hx fz + Hz. Nun ist zu beachten, daß im 
Vakuum im Idealfall eines homogenen Metalles mit 
ideal glatter Oberfläche das elektrische Wechselfeld 
im Hohlraumresonator parallel zum magnetischen 
Gleichfeld, also parallel zur z-Achse ist und das 
magnetische Feld senkrecht dazu parallel zur ?/-Achse. 
Im Vakuum verschwindet also Ex und H x in nullter 
Näherung, so daß wir dort Exfy, Exfz, Hxfy und 
Hxfz als klein von höherer Ordnung vernachlässigen 
können. Im Metall ist Ex auch klein, weil es 
nach (60) und (61) proportional zu fy und fz ist. 
wegen des Tensorcharakters von ^ aber nicht H x . 
Bei Vernachlässigung aller Quadrate von f y , fz und 
(y.yx + xxy) lauten demnach die Randbedingungen 

Ci + C2 fz = Ey , 
1 ~ y-yy 

. ~~'/J fz C1 + C2 = EZ, i—Xyy 
kn Co k0Cl XyX 1 

(O /U0 1 —Xyy * U> /UQ 

K Cl KC 
co/u0 w fx0 1 - Xyy 

Vy'yy — Ely , 

K C2 Xxy 1/xyy fz = Hz , 

(64) 

(65) 

(66) 

(67) 

Die Feldkomponenten auf der rechten Seite bedeu-
ten darin die Randwerte im Vakuum. Da in nullter 
Näherung Ey verschwindet, folgt aus (64) dasselbe 
für Cj . Die ersten Summanden auf den linken Sei-
ten von (65) und (66) kann man daher als klein 
von höherer Ordnung streichen. Elimination von Cx 

und C2 liefert dann als Randbedingung für die Feld-



komponenten im Vakuum: 

-
 0 F Vy - H ^z V *-yy — 11 y •> CO U Q 

CO ju0 
E„- _ Xxy f,Eg) =HZ 

(68; 

( 69 ) 

hältnis ab. R0 ist demnach die einzige meßbare Ober-
flächeneigenschaft und soll daher für eine inhomo-
gene Oberfläche berechnet werden. 
Im Vakuum genügt die komplexe Amplitude (S des 
elektrischen Feldes der Gleichung 

Cn" 

(c0 = Vakuumlichtgeschwindigkeit) . Ist tz ein Ein-
heitsvektor in z-Richtung, so lautet die einfallende 
ebene Welle 

Qe = A ez e-iü)X/c°. (71a) 

Die reflektierte Welle lautet 

(kr = A R 0 e z e + i » x / c ° . ( 7 1 b ) 

Für den elektrischen Anteil des Störfeldes machen 
wir den Ansatz 

Q*t = A y ei(fiit)+x VhiS+hiS-toVcS _ (71 

Die erste dieser Bedingungen lautet genauso wie bei 
exakt ebener Oberfläche, nur ist y.yy wegen des Ein-
flusses der Kristallenergie und des Streufeldes orts-
abhängig. Die zweite Gleichung wird, wie sich so-
gleich zeigen wird, bei der Berechnung der meßbaren 
Größen nicht benötigt. 

Bei der Berechnung des Feldes im Vakuum neh-
men wir an. daß eine ebene Welle mit einem elektri-
schen Feld parallel zur z-Achse auf die im Groben 
ebene Oberfläche auftrifft. Im Idealfall wird dann 
eine ebensolche Welle reflektiert. Das Reflexions-
vermögen R0 hängt von dem Verhältnis H y / E z an 
der Oberfläche ab. Die Ortsabhängigkeit von y.yy be-
wirkt, daß außerdem reflektierte Wellen auftreten, 
deren Feldvektoren von y und z abhängen. Zu ihrer 
Berechnung entwickeln wir x y y innerhalb eines D a r i n i s t ^ e i n V e k t o r m i t d e n Komponenten 
Quadrates der Fläche L 2 in eine FouRiER-Reihe und 
setzen diesen Verlauf außerhalb periodisch mit der 
Periode L fort. Wenn L groß gegen die mittlere 
Kristallitgröße und Ausdehnung der Oberflächen-
ausbeulungen ist, hat das keinen Einfluß auf die 
mittleren Eigenschaften der Oberfläche. Das durch 
die Unregelmäßigkeiten entstehende Störfeld kön-
nen wir dann ebenfalls in eine FouRiER-Reihe nach 
y und z mit der Periode L entwickeln. Da die Kri-
stallite stets sehr klein gegen die Vakuumwellen-
länge ;.0 sind, dürfen wir annehmen, daß L auch 
noch klein gegen / 0 ist. Dann fällt jeder einzelne 
FouRiER-Koeffizient des Störfeldes exponentiell mit 
dem Abstand von der Oberfläche ab. In einem gegen 
die Kristallitabmessungen großen Abstand kann da-
her aus der Verteilung der Felder nur noch das 
Reflexionsvermögen R0 erschlossen werden bzw. das 
mit R0 zusammenhängende Verhältnis der Mittel-
werte von H y und Ez an der Oberfläche. Die Schwin-
gungseigenschaften eines Hohlraumresonators, des-
sen Abmessungen stets vergleichbar mit Ä 0 , also 
groß gegen L sind, hängen von dem gleichen Ver-

(70 ) 

A 2 71 2 71 
L n y i ; L Uzl 

Die Summe läuft über alle Paare von ganzen Zahlen 
nyi, nzt mit Ausnahme von nyi = nzi = 0 . Diese 
Summe befriedigt bei konstantem Gl. ( 7 0 ) . Die 
weitere Bedingung div G = 0 liefert 

jQlly Diy + hiz Diz) 
Dlx = Vhly2+hiz2—a)2/c02 

(72 ) 

Das zugehörige Magnetfeld folgt aus ^ = - 1 rot @ 
CO p 0 

und beträgt bei der einfallenden Welle 

— ^y e 

co Mo 
bei der reflektierten Wel le 

A 

-i co x!c o 

o Mo 
Lo ^y 

und beim Störfeld 

= AY g j e'®' VkiS+hu1-^ 
i 

Die Komponenten von lauten 

Diyhjz — Dizhiy . i hiy hiz Diy — i(hiy2—co2/c02) Diz . i(hiz2 — (o2/c02) Diy—i hiy hjz Dh 

ü)/u0 co p0 }/hiy2 + hiz2 — üJ2/cü2 

Einsetzen in die Randbedingung (68 ) liefert 

C
0
 k0 n P 1 _ c0 , / v * hly hjz Diy-HJiiy2 — oj2jcü2) Di 

co Po Vhh/2 + hlz2 — o)2/c02 

(73 a) 

(73 b) 

(73 c ) 

( 7 4 ) 

1 - Ä n - VXyy(l+R0) = 2 ,i(t)i t) 
Vhly2 + hiz2-co2/c02 + k 0 V * y y £ D l z e ^ } . ( 7 5 ) 



Aus der Randbedingung ( 6 9 ) folgt eine lineare Be-
ziehung zwischen D[y, Dtz und dem /-ten F O U R I E R -

Koeffizienten von / , . Einsetzen der F O U R I E R -
1 + 1 

Entwicklung für V x y y in ( 7 5 ) würde zusammen mit 
dieser Beziehung ein unendliches Gleichungssystem 
für Di y und D/ , ergeben. 

Die schwierige Au fgabe von dessen Auf lösung 
wollen wir vermeiden, indem wir im folgenden nur 
zwei Extremfälle ins Auge fassen. Bezeichnet man 
mit c die mittlere Ausdehnung der Kristallite bzw. 
die Kohärenzlänge der Oberflächenrauhigkeit [vgl . 
( 5 0 ) ] , so ist bei den wesentlichen Gliedern der 
obigen FouRiER-Beihe Vh/y2 + h/z2 größenordnungs-
mäßig gleich 1 / c und groß gegen OJ/C0 = 2 n / / „ . Fer-
ner ist kJVy-yu angenähert gleich der ortsabhängi-
gen reziproken Eindringtiefe 1/C der Wirbelströme. 
Wir betrachten hier nur den Fall, daß c > £ ist. 
Wenn in der Besonanz y.yy j nicht zu klein wird, 
kann audi noch überall c £/\ xyy \ sein. Dann ist 
auf der rechten Seite von ( 7 5 ) die erste Summe 
überall klein gegen die zweite. Dabei wurde voraus-
gesetzt. daß die Koeffizienten Djy und D/z die glei-
che Größenordnung haben, was bei regelloser Ver-
teilung der Kristallite und Oberflächenausbeulungen 
plausibel ist und unter Heranziehung der zweiten 
Randbedingung (69 ) auch genauer begründet werden 
kann. Vernachlässigt man die erste Summe auf der 
rechten Seite von ( 7 5 ) . dividiert durch \ x y y und 
bildet den Mittelwert, so verschwindet die rechte 
Seite, weil die zweite Summe keinen Summanden 
mit 1]/ = 0 enthält. Dann erhält man also : 

( 7 6 ) 1 + R„ = co l 1 
1 - c0 k0 \ \/xyy, 

Für ein homogenes nicht gyromagnetisches Material 
der Permeabilität u erhält man für das Reflexions-
vermögen die Gleichung 

l + «o 
1 -R0 Cn A r 

V/ ( 7 7 ) 

Wenn also die Eindringtiefe £ mal der Permeabili -
tät /< = 1 jy.yy für ein Wechselfeld senkrecht zum 
Gleichfeld überall klein gegen die mittlere Ausdeh-
nung c der Kristallite und Oberflächenausbeulungen 
ist, verhält sich das inhomogene Medium mit rauher 
Oberfläche genauso wie ein homogenes Medium mit 
glatter Oberfläche, dessen effektive Permeabilität /<eff 
durch 

1 

gegeben ist. 

VVeff ( 7 8 ) 

Ist die Dämpfungskonstante <3 klein, so kann es 
in nächster Nähe der Resonanzstelle vorkommen, daß 
trotz der Bedingung c £ noch überall c £/[ x,/y 

ist. Bei so kleinem xyy j bzw. so großer Permeabil i -
tät u ist die zweite Summe auf der rechten Seite von 
( 7 5 ) klein gegen die erste. Bei Vernachlässigung der 
zweiten liefert dann die einfache Mittelung die Glei-
chung 

oder 

\-R0 

l + «o 
1 

K"eff 

Co kn V> 

(V> 

(791 

( 7 9 a l 

In diesem Fall ist also x y y in anderer Weise zu mit-
tein. Wenn keine der genannten Bedingungen erfüllt 
ist. wenn also £/\ x y y stellenweise groß und stellen-
weise klein gegen c ist. läßt sich ue{f nicht so einfach 
berechnen. Doch liegt dann das Ergebnis wahrschein-
lich zwischen denen für diese Extremfälle. 

Die weitere Auswertung beschränken wir auf die 
Fälle, daß der Einfluß der Inhomogenitäten entweder 
sehr klein oder sehr groß gegen denjenigen der 
LANDAU—LiFstHiTz-Dämpfung ist. Bei kleinem Ein-

und entwickeln nadi 
la . Dann erhält man im Fall 

fluß setzen wir xyy = a + y.b 

Potenzen von x y y 

c > £/a 

und 

/'eff = 

Fall c < : / a 

y-)ju i ) V2 

'eff 

(80) 

(81) 

Genau an der Resonanzstelle ergibt sich daraus bei 
Beachtung von ( 2 0 ) 

,weff = 
i ( l - a ) 

] /a ( l + a) b 
1 - (3 bzw. 1) 

4 

( 1 - a ) 2 

a (1 + a)2 <32 

(82) 

o \Kyy ) 

Für denjenigen Wert von Aoj/oJq, an dem der 
Imaginärteil von jueff die Hälfte des obigen Wertes 
annimmt, erhält man nach kurzer Rechnung 

1 + a fi/i , (9 bzw. 3 ) 

2\/a \ 8 a (1 + a)2 <52 

( 8 3 ) 

Beide Resultate kann man zusammenfassen zu der 
Aussage: Den Inhomogenitäten trägt man Rechnung, 
indem man d ersetzt durch 

'eff ( 8 4 ) 
( 1 - a ) 2 



Dabei ist der Zahlenfaktor ß gleich 3 / 2 bzw. 1 /2 
oder 9 / 4 bzw. 3 / 4 . je nachdem ob für die mittlere 
Ausdehnung der Kristallite oder die Kohärenzlänge c 
der Oberflächenausbeulungen c tja bzw. c £/a 
gilt und o b man d aus dem maximalen Wert des 
Imaginärteiles der Permeabilität in der Resonanz 
oder aus der Frequenzabweichung an der Stelle des 
halben Maximalwertes des Imaginärteiles von jueff 
ermittelt. Da sich der Beitrag der Inhomogenitäten 
zu ö nicht linear, sondern quadratisch summiert, 
macht er sich demnach bei überwiegendem Einfluß 
der LANDAU—LIFSCHITZ-Dämpfung bei großen Kristal-
liten ebenso wie im Fall sehr kleiner Kristallite prak-
tisch gar nicht bemerkbar. 

Wenn der Einfluß der Inhomogenitäten groß ge-
gen ö ist. kann man den Summanden prop, d in der 

Formel ( 1 9 ) für y.y!J streichen. Dann ist y.yy reell. 
Zur Berechnung von « e f { muß man dann eine An-
nahme über die Verteilung der Werte von 
machen. Wir nehmen an : Der Bruchteil der Ober-
fläche, an welchem 

/ { ( ! + « ) H s ' ~ H ° + ( 8 5 ) 1 -OL X s ' ' Ho 

zwischen )] und ij + d>; liegt, beträgt 

(86) 

Darin bedeutet q 2 den Mittelwert des Quadrates von 
'/•yyx\ für den sich aus den vorn mitgeteilten Rech-

nungen und einigen weiteren elementaren Rechnun-
gen die fo lgenden Ausdrücke ergeben: 
Für einen hexagonalen Polykristall : 

y — '-yy ( 1 - 3 ) 2 1 

Für einen kubischen Polykristall : 

j ( l + a ) 2 7 ( a ) g r a d 2 / + 

r = (1 
— T { ( 1 + 2 ) 2 7 ( a ) grad2 / + 
- a ) - [ 

2 K 
MH, 

2 K 
MHn 

— G(a) + 4 (1 + a + a 2 ) 
15 15 

2 G(a)+ ^ ( l + a 2 ) + 2 2 a 
105 105 V ' 105 

(87 a) 

(87 b ) 

7 ( a ) und G(OL) sind dabei durch ( 5 1 ) und ( 4 6 ) ge-
geben. Für die effektive Permeabilität erhält man 
dann im Fall t / j yyy \ ^ c 

>Veff = 
exp{-r,2/2 q2} 

(/ .„ a { 2 a A co / 2 71 q2 [rj- -
\ 1 - a w0 

d)] ( 88 a) 

und im Fall £/\ x y y \ > c 

1 
F«eff 

2 a A_ (o 
1 — a <x>0 

2 71 q2 
exp{ — rj2/2 q'2} dr]. 

(88 b) 

Dabei ist in dem Integrationsgebiet, wo >?< ~ a — 0 1 — a co0 

ist, die Wurzel positiv imaginär zu wählen, da 
i k 0 / Y y . y y stets einen positiven Realteil haben muß. 
Al lerdings sind diese Formeln ( 8 8 ) streng genom-
men beide bedenklich, denn da hier 6 = 0 gesetzt 

wurde, durchläuft j xyy \ — rj — 2 a - 4 ~ 1 — a cu0 

in beiden 
Integralen alle Werte zwischen null und unendlich, 
so daß die vorausgesetzten Ungleichungen niemals 
auf der ganzen Oberfläche erfüllt sind. Da jedoch in 
beiden Fällen nur das Gebiet um r j ^ O wesentlich 
zum Integral beiträgt, wird man annehmen dürfen. 

daß bei sehr kleinem Einfluß der L A N D A U — L I F S C H I T Z -

D ä m p f u n g gegenüber demjenigen der Inhomogeni-
täten die Formel ( 8 8 a) außerhalb der Resonanz gilt, 
wo « e f f klein ist, ( 8 8 b ) dagegen nahe der Resonanz-
stelle. wenn dort / /eff c / f wird. 

Die beiden Integrale (88 a) und (88 b) lassen 
sich durch die Funktionen des parabolischen Zylin-
ders 4 

Dr{z) 

ausdrücken. Mit 

e-2V4 
T(-v) 

e-zt-t'-12 
t» +1 d« 

- - 2 a Ĵcu 
(1 —a) co0 <7 

erhält man im Fall £/1 y.yy c 

1 - — 2*12 

( 8 9 ) 

( 9 0 ) 

Meü= ,-e *r2(D-ii2(z)-iD_m(-z))2 (91) Z q 

und Fall £/| > 

"e f f : 
8 e&l 
q (D _ 3/2 ( z ) + i D ( - z ) ) 2 

( 9 2 ) 

V g l . W . MAGNUS U. F . OBERHETTINGER, F o r m e l n u n d S ä t z e f ü r 
die speziellen Funktionen der mathematischen Physik. 
Springer, Berlin, Göttingen, Heidelberg 1948, 2. Aufl., 
S. 120 ff. 
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Abb. 1. Real- und Imaginärteil der effektiven Permeabilität 
mal der Wurzel q aus dem quadratischen Mittel der Abwei-
chung der reziproken Permeabilität von ihrem Mittelwert in 
Abhängigkeit von der Größe ; " 3 (°n 

1 — a co0 q 

a = ,«o Hq 
Bn 

OJ 0=7 

für 

H0 B 
Po 

für 

Resonanzfrequenz 

Diese Funktionen lassen sich mit Hi l fe ihrer gut 
konvergierenden Reihenentwicklungen im Bereich 
z < 1 , 5 leicht berechnen und liefern den in A b b . 1 

dargestellten Verlauf von Real- und Imaginärteil 
von / / e f f . Im Fall £/\ xyy \<c ist danach die Re-
sonanzkurve wesentlich breiter und flacher als in 
dem entgegengesetzten Extremfall . Für den Wert 
von Acj/cOq an der Stelle, w o der Imaginärteil gleich 
dem halben Maximalwert wird, erhält man im Fall 
£/| y~vu I ^ c 

Aco = 0 , 9 9 1 — a 
2 a 

und im Fall £/\ y.yy >c 

Aco 
co0 

= 0 , 4 6 q 
z a 

( 9 3 ) 

( 9 4 ) 

Wenn also die Verbreiterung der Resonanzkurve nur 
von den Inhomogenitäten herrührt, verhält sich das 
Material qualitativ etwa so wie ein homogenes Ma-
terial mit der effektiven Dämpfungskonstante 

1 - a (Jeff = 0 ,99 — 7 = q 
ett (1 + a) j/a 

falls £/\ 

U = 0 ' 4 6 ( 1 + ä n / a 9 f a l l s ^ 
> c . 

( 95 a) 

(95 b ) 

Da q- = (y~yy{1>)~ ist. würde sich bis auf einen etwas 
anderen Zahlenfaktor aus ( 8 4 ) dasselbe ergeben, 
wenn man darin d = 0 setzt, ohne Rücksicht darauf, 
daß bei der Ableitung dieser Formel ein großes d 
vorausgesetzt wurde. Man wird daraus schließen 
dürfen, daß bis auf Zahlenfaktoren der Größenord-
nung 1 die Formel ( 8 4 ) vermutlich das Verhalten 
eines inhomogenen Materials mit einer im Vergleich 
zur Eindringtiefe großen Ausdehnung der Kristallite 
und Oberflächenausbeulungen stets richtig wieder-
gibt. 

V. Kurze Zusammenfassung der Ergebnisse 

Der Einfluß der Inhomogenitäten und Oberflächen-
ausbeulungen eines Metalles auf die Permeabilität 
in der Nähe der ferromagnetischen Resonanz kann 
formal erfaßt werden, indem man die Dämpfungs-
konstante S in der LANDAU-LiFscHiTZ-Formel durch 
eine vergrößerte effektive Konstante <3eff ersetzt. 
Wenn der Einfluß der Oberflächenausbeulungen über 
den der LANDAU—LIFSCHITZ-Dämpfung überwiegt, gilt 

1 - a 
' e f f : ß' (1 + a) ]/a * 

Darin ist a = jli0 H0/B0; ß' ist ein weiter unten an-
gegebener Zahlenfaktor; q2 ist das mittlere Quadrat 
der Abweichung der reziproken Permeabilität 1/u 
in Richtung des magnetischen Wechselfeldes parallel 
zur Oberfläche und senkrecht zur Gleichfeldmagneti-
sierung von ihrem Mittelwert. Wenn die Inhomo-
genitäten nur von dem magnetischen Streufeld in-
fo lge der rauhen, aber im Mittel ebenen Oberfläche 
x = f(y,z) herrühren, gilt 

T = J ( * ) grad 2 / 

mit 

/(«) = V -2 -T 

COS4 Cp 

' ( a + j/sin2 qp + a cos2 <p) 

Dabei ist vorausgesetzt worden, daß die mittlere 
Ausdehnung c der einzelnen Oberflächenausbeulun-
gen groß gegen die Eindringtiefe £ der Wirbelströme 
und ihre Verteilung isotrop ist. Ferner wurde ange-
nommen. daß die verschiedenen Werte von 1 /jii sich 
um ihren Mittelwert nach einer GAUSS sehen Fehler-
kurve verteilen. 

Wenn außer der Oberflächenrauhigkeit auch noch 
die Kristallenergie des im Mittel isotropen Poly -



kristalls eine Rolle spielt, kommt zu q2 ein weiterer 
Summand hinzu von der F o r m (2 K/M H0)2 mal 
einer Funktion von a , die für kubische und hexa-
gonale Kristalle verschieden lautet und in den Gin. 
( 8 7 ) und ( 4 6 ) angegeben ist. Wenn der Einfluß 
der Inhomogenität klein gegen den der L A N D A U — 

LIFSCHITZ-Dämpfung ist, gilt 

Die Zahlenfaktoren ß und ß' lauten etwas verschie-
den, j e nachdem ob der Maximalwert f.i |m a x der 
(rein imaginären) Permeabilität an der Stelle der 
Resonanz oder die relative Abweichung (Aco/oo0) 1/2 
der Frequenz an der Stelle des halben Maximal-
wertes des Imaginärteiles der Permeabilität berech-
net werden soll. Außerdem hängen sie davon ab, ob 
die mittlere Ausdehnung der Kristallite und der 
Oberflächenausbeulungen klein oder groß gegen das 
/ / -fache der Eindringtiefe £ ist. Für sie gilt f o lgende 
Tabel le : 

Wenn keine der Bedingungen /u £ c oder £ c 
auf der ganzen Oberfläche erfüllt ist, gelten die obi-
gen Ergebnisse vermutlich qualitativ auch, jedoch 

für \[A,\ max für (Acofco0)i/> 

fi£<c 

u£> c 

£ = 1,5 
£ ' = 0,68 

ß=0,5 
£ ' = 0,34 

£=2,25 
£ ' = 0,99 

£ = 0,75 
£ ' = 0,46 

lassen sich dann die hier mitgeteilten Berechnungen 
nicht exakt durchführen. 

Wenn die mittlere Ausdehnung der Kristallite 
und der Oberflächenausbeulungen klein gegen die 
Eindringtiefe ist, spielen die Oberflächeneffekte keine 
wesentliche Rolle. Den Einfluß der inneren Ober-
flächen und des durch sie verursachten inneren 
Streumagnetfeldes erfaßt man richtig mit der für 
2 K/M Hq < 6 < 1 gültigen Formel 

Die Funktion L ( a ) hängt vom Gittertyp ab und ist 
für hexagonale und kubische Kristalle durch die 
Gin. ( 58 a und b ) gegeben. 
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